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UNE VERSION FEUILLETEE D’UN THEOREME DE BOGOMOLOV
FREDERIC TOUZET
Abstract:On compact Ka¨hler manifolds, we classify regular holomorphic
foliations of codimension 1 whose canonical bundle is numerically trivial.
1) Introduction
1.1 LE THEOREME DE BOGOMOLOV.
Parmi les varie´te´s Ka¨hleriennes compactesM , celles dont le fibre´ canonique est nume´riquement
trivial sont caracte´rise´es par le remarquable re´sultat suivant, dont la preuve est due a`
F.Bogomolov:
The´ore`me 1.1
Supposons que c1(M) = 0; alors M admet un reveˆtement fini M˜ qui est le produit
d’un tore par une varie´te´ de Calabi-Yau.
Rappelons qu’une varie´te´ Ka¨hlerienne est dite de Calabi-Yau si elle compacte, sim-
plement connexe et admet une forme volume holomorphe partout non nulle.
Suivant le fameux the´ore`me de Yau ([Ya]) (que nous invoquerons d’ailleurs ulte´rieurement),
on peut munir une telle varie´te´ d’une me´trique Ricci-plate dont l’holonomie induit une
de´composition en produit de sous-varie´te´s de Calabi-Yau irre´ductibles, c’est-a`-dire dont le
fibre´ tangent n’est pas holomorphiquement de´composable.
1.2 ANALOGUE FEUILLETE, EXEMPLES ET PRESENTATION DES RESUL-
TATS.
Conside´rons une varie´te´ complexe M munie d’un feuilletage holomorphe re´gulier de
codimension un. Ceci correspond a` la donne´e d’un sous fibre´ inte´grable F du fibre´ tangent
de rang n− 1 (n = dimC M).
Il y a naturellement deux fibre´s en droites associe´s a` F , le fibre´ normal et le fibre´
canonique du feuilletage qui sont respectivement NF = TMF et KF = Det F∗. Par adjonc-
tion, on he´rite de l’isomorphisme
(1.1) NF∗ ⊗KF = KM
1
ou` KM de´signe comme a` l’habitude le fibre´ canonique de la varie´te´ M .
Dans cet article, on s’interesse a` la situation suivante: M est Ka¨hler compacte et est
munie d’un feuilletage F dont la classe canonique est nume´riquement triviale,i.e
c1(KF ) = 0.
Cette configuration est clairement re´alise´e par les trois exemples de´crits maintenenant:
i) A reveˆtement fini pre`s, M est le produit d’un tore par une varie´te´ de Calabi-Yau
et F est obtenu en tirant en arrie`re un feuilletage line´aire sur le premier facteur par la
projection canonique.
ii) M est une fibration rationnelle au dessus d’une varie´te´ a` premie`re classe de Chern
nulle (et par suite de´crite par le the´ore`me de Bogomolov) et le feuilletage F est transverse
aux fibres.
iii) Le feuilletage F est donne´e par une fibration en hypersurfaces a` premie`re classe
de Chern nulle.
Nous affirmons que cette liste est exhaustive:
The´ore`me 1.2
Soit M une varie´te´ ka¨hlerienne compacte munie d’un feuilletage holomorphe re´gulier
de codimension un a` fibre´ canonique nume´riquement trivial; alors ce feuilletage est de´crit
par l’un des exemples (non exclusifs) i),ii) ou iii) ci-dessus.
Remarque 1.1
Si l’on suppose de surcroˆıt que c1(M) = 0, on de´duit de la formule d’adjonction (1.1)
que F est de´fini par une forme holomorphe (e´ventuellement a` valeurs dans un fibre´ plat)
qui est donc identiquement nulle en restriction a` toute sous-varie´te´ simplement connexe de
M . Ceci correspond a` la situation de´crite en i). Ce cas facile sera exclu par la suite.
1.3 STRUCTURE DE L’ARTICLE
La premie`re e´tape consiste a` construire, par dualite´ de Serre, un feuilletage auxiliaire
en courbes ( un peu dans l’esprit de [Bo]).
On montre ensuite que la pre´sence d’un tel feuilletage confe`re a` la varie´te´ ambiante
des proprie´te´s me´triques remarquables (pseudo-effectivite´ du fibre´ canonique). Cette partie
s’appuie fortement sur des travaux de Marco Brunella qui e´tendent dans le cadre Ka¨hlerien
certains des re´sultats de semi-positivite´ e´tablis par Myaoka pour les varie´te´s projectives,
et dont une re´cente version est pre´sente´e dans [Br]2.
On conclut enfin en de´roulant quelques the´ore`mes classiques de ge´ome´trie riemanni-
enne, en particulier de Yau [Y], Cheeger et Gromoll [C,G].
2) Feuilletage en courbes associe´.
2.1 PRELIMINAIRES
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Conside´rons un recouvrement ouvert (Ui)i∈I de M tel que sur chaque ouvert de la
famille, les feuilles de F soient donne´es par les niveaux d’une submersion holomorphe
fi : Ui → C.
Sur chaque intersection Ui ∩ Uj , les diffe´rentielles des fi sont lie´es par la relation
dfi = gijdfj , gij ∈ O∗(Ui ∩ Uj)
ou` le cocycle multiplicatif gij repre´sente le fibre´ normal du feuilletage NF .
Le faisceau F∞ des germes de (1, 0) formes diffe´rentielles lisses tangentes F est fin, ce
qui assure l’existence de sections ωi ∈ F∞(Ui) ve´rifiant sur Ui ∩ Uj :
ωi − ωj = dgij
gij
.
Puisque les ωi sont de la forme
gidfi
ou` gi ∈ C∞(Ui), on obtient par diffe´rentiation que
∂gi = gij
−1∂gj.
On constate ainsi que la collection des ∂gi de´finit une classe α du groupe de cohomologie
H0,1
∂
(NF∗).
En combinant, isomorphisme de Dolbeaut et dualite´ de Serre, on obtient que
DimC H
0,1
∂
(NF∗) = DimC H
0,n−1
∂
(NF ⊗KM )
et par la formule d’adjonction (1.1)
H0,n−1
∂
(NF ⊗KM ) = H0,n−1
∂
(KF ).
Le fibre´ KF e´tant plat, on en de´duit par the´orie de Hodge que
H0,n−1
∂
(KF ) ≃ Hn−1,0
∂
(Det F).
2.2 LE CAS α = 0.
En reprenant les notations pre´ce´dentes, il existe sur chaque ouvert Ui une fonction
lisse ϕi telle que
∂gi = ∂ϕi, ϕi = gij
−1ϕj sur Ui ∩ Uj .
On en de´duit alors que
αidfi − αjdfj = dgij
gij
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ou` αi = gi−ϕi est holomorphe sur Ui, en conse´quence de quoi le fibre´ NF∗ est muni d’une
connexion holomorphe.
Puisque la varie´te´ ambiante est Ka¨hler, ceci implique la platitude de NF∗ et permet
de conclure par la remarque 1.1.
2.2 LE CAS α 6= 0.
L’isomorphisme de´crit en fin de section 2.1 permet d’exhiber sur M une n− 1 forme
holomorphe ω non identiquement nulle a` valeurs dans Det F . Localement, une telle forme
a pour argument un multivecteur de degre´ n − 1 et de ce point de vue, elle s’interpre`te
naturellement comme une section holomorphe du fibre´ trivial KF ⊗Det F . En particulier,
la restriction de ω a` F est soit identiquement nulle, soit partout non de´ge´ne´re´e. Notons
Cω le feuilletage en courbe (e´ventuellement singulier) associe´ a` ω.
On he´rite donc de l’alternative suivante:
a) Cω est tangent au feuilletage F ,
b) Cω et F sont partout en position transverse (en particulier, Cω est re´gulier).
C’est cette dernie`re situation que nous allons conside´rer dans la section 3.
3) METRIQUE INDUITE PAR LE FEUILLETAGE EN COURBE TRANSVERSE
Examinons d’abord le cas ou` Cω admet une feuille rationnelle. Du the´ore`me de stabilite´
de Reeb, il re´sulte que toutes les feuilles sont rationnelles. Le feuilletage F est donc
construit par une suspension de fibre P1 au-dessus d’une varie´te´ a` premie`re classe de
Chern ne´cessairement nulle. Il s’agit donc de l’exemple ii) du the´ore`me 1.2. Notons que
l’holonomie de F est ici obtenue comme repre´sentation de l’extension d’un groupe fini par
un groupe abe´lien libre dans le groupe de Mœbius.
Si l’on exclu ce dernier cas de figure, il est e´tabli dans [B,P,T] qu’un feuilletage en
courbe C transverse a` une distribution en hyperplan sur une varie´te´ Ka¨hler compacte est
parabolique ou hyperbolique: toutes les feuilles sont uniformise´es soit exclusivement par
la droite complexe, soit exclusivement par le disque unite´. Il est plus pre´cise´ment montre´
dans (loc.cit) que la distribution transverse est alors inte´grable et posse`de (en tant que
feuilletage) une me´trique hermitienne lisse invariante par holonomie et induisant sur les
feuilles de Cω une me´trique naturelle (plate ou de Poincare´ suivant le type conforme de
Cω). Dans le contexte e´tudie´, lorsque C = Cω est parabolique , le fibre´ NF∗ est ainsi
muni par transversalite´ d’une me´trique a` courbure nulle et nous sommes a` nouveau dans
la configuration de´crite dans la remarque 1.1.
Il reste donc a` traiter le cas hyperbolique. On obtient de meˆme que NF∗ admet une
me´trique hermitienne dont la forme de courbure Ω est une (1, 1) forme ferme´ lisse positive
et invariante par holonomie de F .
Proposition 3.1
Supposons le feuilletage en courbes Cω hyperbolique.
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La varie´te´ M peut eˆtre alors munie d’une me´trique ka¨hlerienne g qui induit sur chaque
feuille de F une me´trique Ricci plate.
De plus, quitte a` changer Cω, M˜ (le reveˆtement universel de M) se scinde holomor-
phiquement et isome´triquement sous la forme N˜ × D . Cette de´composition de M˜ est
compatible avec celle de TM en ce sens que TN˜ et TD (vus comme sous-fibre´s de TM)
sont respectivement pull-back de F et Cω.
Enfin, pi1(M) agit diagonalement par isome´tries sur le produit M˜ = N˜ × D.
Preuve
Remarquons d’abord que la forme −Ω est un repre´sentant de la classe anticanonique
c1(M), eu e´gard a` l’e´quivalence nume´rique de NF∗ et KM .
D’apre`s le the´ore`me de Yau ([Y]), on en de´duit l’existence sur M d’une me´trique
ka¨hlerienne g dont la courbure de Ricci ve´rifie l’e´galite´
Ricc(g) = −Ω.
En chaque point deM , le tenseur de Ricci est donc donne´ par une forme semi-ne´gative.
De plus, par hypothe`se de platitude, il existe sur M une collection de sections locales
holomorphes ξU de DetF ne s’annulant pas et multiplicativement lie´es par un cocycle de
module 1. En particulier, l’ensemble des ∆||ξU ||2 et ||∇(ξU)||2 se recollent en une fonction
globale de´finie surM (∇ de´signe ici la connexion induite par g sur les tenseurs holomorphes
de type (0, n− 1)). Dans ces conditions, l’ine´galite´ de Bo¨chner ([K,W]p.57)s’e´nonce dans
les termes suivants:
∆||ξU ||2 ≥ ||∇(ξU)||2.
Par suite, on obtient que ∇(ξU ) = 0 pour tout ouvert U du recouvrement. En d’autres
termes le fibre´ F est paralle`le. Un re´sultat classique de ge´ome´trie ka¨hlerienne implique
alors que son orthogonal est holomorphe. Quitte a` re´appliquer les re´sultats de [B,P,T], on
peut conclure que ce dernier de´finit un feuilletage hyperbolique. La proposition 3.1 re´sulte
alors du classique the´ore`me de de´composition de De Rham joint au fait que Ricc(g) est
identiquement nulle en restriction a` F .
Pre´cisons maintenant la structure du premier facteur N˜ dans la de´composition du
reveˆtement universel.
Proposition 3.2
La varie´te´ N˜ se scinde (holomorphiquement et isome´triquement) sous la forme Ck×V
ou` V est une varie´te´ de Calabi-Yau.
En outre, pi1(M) agit diagonalement par isome´tries sur le produit M˜ = C
k × V ×D.
La preuve repose sur le re´sultat suivant de Cheeger et Gromoll.
The´ore`me 3.1 ([C,G])
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Soit M une varie´te´ lisse simplement connexe admettant une me´trique riemannienne
comple`te de courbure de Ricci positive ou nulle; alors M se de´compose isome´triquement
sous la forme Rk × V telle que V ne contient pas de droite ge´ode´sique.
Rappelons qu’une droite ge´ode´sique est une ge´ode´sique
γ :]−∞,+∞[→M
telle qu’a` chaque instant t, t′ ∈ R,γ|[t,t′] soit minimale.
Preuve de la proposition 3.2
Puisque la de´composition de De Rham d’une varie´te´ ka¨hlerienne co¨incide avec celle
de la varie´te´ re´elle sous-jascente ([K,N] th 8.1, p 172], on obtient que N˜ se scinde holomor-
phiquement et isome´triquement sous la forme Cl × V .
Par construction, le groupe fondamental de M agit diagonalement par isome´tries sur
le produit M˜ = Cl×V ×D. Il reste a` prouver que V est compacte; supposons par l’absurde
que ce ne soit pas le cas. La contradiction recherche´e re´sulte alors de l’argument suivant
duˆ a` Cheeger et Gromoll (loc.cit). Soit K un domaine fondamental pour l’action de pi1(M)
sur M˜ . C’est un compact et sa projection ρ(K) sur V est donc un compact dont l’orbite
par ρ(pi1(M)) est V toute entie`re. Puisque V est suppose´e non compacte, il existe en un
point p ∈ ρ(K) un rayon ge´ode´sique γ : [0,∞[→ V (i.e une demi-droite ge´ode´sique) tel que
γ(0) = p ∈ ρ(K). Soit gn une suite d’isome´tries de ρ(pi1(M)) telle que gn(γ(n)) = pn ∈
ρ(K). La ge´ode´sique γn de V de´finie par γn(0) = pn et γn
′
(0) = dgn(γ
′
(n)) est donc un
rayon ge´ode´sique en restriction a` [−n,∞[. Par compacite´, on peut extraire une sous-suite
ni de sorte que pni et γni
′
(0) convergent respectivement vers p0 ∈ ρ(K) et v0 ∈ T 1p0(V ).
Par construction, la ge´ode´sique passant en p0 a` la vitesse v est une droite ge´ode´sique.
4) PREUVE DU THEOREME 1.2.
Au vu des sections pre´ce´dentes, il reste a` traiter les cas
(1) F admet un feuilletage en courbes hyperbolique transverse
(2) F contient un feuilletage en courbe (e´ventuellement singulier) de´fini globalement
par ω ∈ Ωn−1(Det F).
Examinons d’abord le point (1). En reprenant les notations de la section 3, il existe
alors une varie´te´ de Calabi-Yau V telle que
M˜ = Cl × V ×D
avec une action diagonale et isome´trique de pi1(M).
lemme 4.1 L’action de pi1(M) sur D est discre`te.
Puisque le groupe des isome´tries de V est fini ([B]), on est ramene´ a` conside´rer un
groupe H dont l’action est libre, discre`te, diagonale, cocompacte et isome´trique sur le
produit Cl ×D. Il reste a` voir que cette action reste discre`te sur le second facteur, auquel
cas chaque feuille de F sera ferme´e, situation de´crite par l’exemple iii) du the´ore`me 1.2.
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Ceci va re´sulter du fait ge´ne´ral suivant:
The´ore`me 4.1 (Auslander) (cf.[R] p 149)
Soit G un groupe de Lie et R un sous-groupe connexe, re´soluble et distingue´. Soit pi :
G→ G/R la projection canonique. Soit H un sous-groupe ferme´ de G dont la composante
neutre H0 est re´soluble. Alors la composante neutre de pi(H) est re´soluble.
Preuve du lemme 4.1 Il suffit manifestement de montrer que H, vu comme re´seau
de Cl × U(l) × Sl(2,R) se projette sur un re´seau de Sl(2,R). On note H1 l’image de H
par cette projection; remarquons que H1 n’est pas conjugue´ a` un sous-groupe triangulaire
de Sl(2,R) car Cl × D/H est de premie`re classe de Chern non nulle. Par conse´quent, H1
est, soit un re´seau, soit dense dans Sl(2,R). Supposons par l’absurde que H1 = Sl(2,R).
Notons pi et pi1 les projections canoniques respectives de C
l × U(l) × Sl(2,R) sur U(l) ×
Sl(2,R) et de U(l)×Sl(2,R) sur Sl(2,R). D’apre`s le the´ore`me d’Auslander, la composante
neutre Γ de pi(H) est re´soluble; par suite, pi1(pi(Γ)) est un sous-groupe (non ne´cessairement
ferme´) re´soluble de Sl(2,R). Par hypothe`se, l’adhe´rence de pi1(H) est pre´cise´ment Sl(2,R);
ceci entraˆıne alors que pi(H) admet une infinite´ de composantes connexes (Γn)n∈N telles
que
⋃
n∈N pi1(Γn) soit dense dans Sl(2,R). Il en re´sulte que pi1(pi(H)) = Sl(2,R) par
compacite´ de U(l), ce qui est impossible, vu que Sl(2,R) ne peut s’exprimer comme union
de´nombrable de translate´s d’un sous-groupe re´soluble.
Il reste a` analyser le point (2). Selon la terminologie utilise´e par Brunella ([Br]2), le
feuilletage Cω de´fini par ω n’est pas un feuilletage en courbes rationnelles. En effet , dans
le cas contraire, le degre´ de KF sur une droite ge´ne´rique de Cω serait strictement ne´gatif.
Dans ces conditions , Brunella (loc.cit) a e´tabli que le fibre´ cotangent de Cω est pseudo-
effectif. Par ailleurs, la n − 1 forme ω est holomorphe a` valeurs dans un fibre´ plat; par
adjonction, on obtient alors que KM et donc NF∗ sont pseudo-effectifs.
Le lemme qui suit a e´te´ montre´ par Brunella ([Br]1) dans le cadre des feuilletages sur
les surfaces complexes compactes et s’adapte sans difficulte´s lorsque la varie´te´ ambiante
est ka¨hlerienne. Nous en donnerons la de´monstration par commodite´ pour le lecteur (voir
aussi [B,P,T]).
lemme 4.2 Soit F un feuilletage holomorphe de codimension 1 sur M Ka¨hler com-
pacte. Supposons que NF∗ soit pseudo-effectif; alors il existe un courant positif ferme´ de
bidegre´ (1, 1) invariant par F .
Preuve: Par hypothe`se, le fibre´ NF∗ admet une me´trique singulie`re dont les poids
locaux sont plurisousharmoniques. La forme de courbure de cette me´trique est donc donne´e
par un courant positif T localement de´fini par T =
√−1
2pi ∂∂F , ou` F est un poids local de la
me´trique. On peut choisir ces poids locaux de fac¸on a` obtenir sur M une forme η (a` priori
non lisse) telle que, localement:
η =
√−1e2Fdf ∧ df.
ou` {df = 0} est une e´quation locale de F . Soit θ une forme de Ka¨hler; on de´duit du
the´ore`me de Stokes (pour les courants) que
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∫
M
∂∂η ∧ θn−2 = 0
D’autre part, le courant ∂∂η est positif (l’exponentielle d’une fonction psh est psh).
La nullite´ de l’inte´grale pre´ce´dente implique alors que eF est pluriharmonique et donc
constante dans les feuilles.
L’existence d’un tel courant invariant par holonomie confe`re au feuilletage F des pro-
prie´te´s qualitativement semblables a` celles des feuilletages riemanniens. Plus pre´cise´ment,
il est montre´ dans [Br]1 que F entre dans la cate´gorie des feuilletages quasi-uniforme´ment
isome´triques e´tudie´s par Kellum ([K]). Suivant Brunella (loc.cit) , on peut alors affirmer
que M est union disjointe de minimaux de F , chaque minimal e´tant soit une feuille com-
pacte, soit une sous-varie´te´ re´elle topologique de codimension 1, soit M .
Si le feuilletage est minimal, on obtient par transitivite´(voir [Br]1 pour les de´tails) que
F admet une me´trique lisse transverse invariante par holonomie et de courbure ne´gative
constante. De meˆme que dans la preuve de la proposition 3.1, on peut alors invoquer
le the´ore`me de Yau pour conclure a` l’existence d’un feuilletage holomorphes en courbes
transverse.
Si l’on e´limine le cas des fibrations ( iii)du the´ore`me 1.2), il reste a` e´tudier les feuil-
letages comportant un minimal de codimension 1 re´elle. Ceux ci sont de´crits comme suit
([Br]1):
a) l’adhe´rence de chaque feuille est de codimension 1 re´elle.
b) il y a exactement deux feuilles compactes et les autres feuilles ont des adhe´rences
de codimension 1.
Rappelons maintenant un des principaux re´sultats de Kellum: dans le cadre quasi-
isome´trique, l’adhe´rence du pseudo-groupe d’holonomie est un pseudo groupe de Lie. En
particulier, on he´rite d’un faisceau localement constant de germes de champs de vecteurs
transverses a` F . Par un argument qu’on peut trouver par exemple chez [Lo,Re], l’ensemble
de ces germes est en chaque point une alge`bre de Lie (re´elle) de champs de vecteurs holo-
morphes. Cette alge`bre est visiblement de dimension 1 dans les cas a) et b) ci-dessus. Par
dualite´, le feuilletage F est donne´ par une forme logarithmique (e´ventuellement a` valeurs
dans un fibre´ plat) sans diviseurs de ze´ros et dont l’ensemble des poˆles est pre´cise´ment
forme´ de la re´union des feuilles compactes. On e´limine ainsi le cas b), incompatible avec la
pseudo-effectivite´ du fibre´ conormal. Dans la situation a), NF∗ est nume´riquement trivial
(exemple i) du the´ore`me 1.2).
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